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Abstract

De uit 1859 daterende Riemann hypothese speelt een belangrijke rol in
de theorie van de priemgetallen. Tot op heden is niemand er in geslaagd
dit vermoeden te bewijzen, of er een tegenvoorbeeld voor te vinden.

In dit rapport wordt uiteengezet hoe men, reeds met eenvoudige hulp-
middelen zoals een programmeerbare pocketcalculator, de Riemann hy-
pothese in een eindig gedeelte van de zgn. kritieke strip numeriek kan
verifiéren. Alle formules en constanten die men hiervoor nodig heeft wor-
den gegeven. Ter verduidelijking is een uitgewerkt voorbeeld toegevoegd.
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2 2 DE RIEMANN ZETA-FUNCTIE EN DE RIEMANN HYPOTHESE

1 Inleiding

In 1859 publiceerde Bernhard Riemann in de Monatsberichie der Kéniglichen
Preussischen Akademie der Wissenschaften zu Berlin een artikel getiteld: Ueber
die Anzahl der Primzahlen unter einer gegebenen Grosse. Hierin formuleerde
hij (o.a.) zijn beroemd geworden Riemann hypothese, die een belangrijke rol
speelt in de theorie van de priemgetallen. Wat dit precies inhoudt zal in §2 uit
de doeken worden gedaan. Riemann voegde er nog aan toe dat hij, na enkele
vergeefse pogingen, het zoeken naar een bewijs had gestaakt, omdat hij dit voor
het doel, waarvoor hij zijn artikel had geschreven, niet nodig had.

De Riemann hypothese komt voor in een in 1900 door Hilbert opgestelde lijst
van problemen die hij als de belangrijkste onopgeloste wiskundige problemen van
zijn tijd beschouwde. Tot op heden is niemand er in geslaagd een bewijs of een
weerlegging van de Riemann hypothese te geven.

In §3 van deze bijdrage zullen we nader ingaan op numerieke berekeningen
die men kan uitvoeren om de Riemann hypothese gedeeltelijk te verifiéren of
om een tegenvoorbeeld te vinden, als dit mocht bestaan. Hierbij is ons eerste
doel de lezer een indruk te geven van de wiskundige technieken die daarbij een
rol spelen. Het is in dit kort bestek niet mogelijk om een volledige, op zich
zelf staande, behandeling te geven van het betreffende onderwerp. Voor details
en historische gegevens kan men het boek van H.M. Edwards: Riemann’s Zeta
Function (Academic Press, 1974) raadplegen. Wel geven we de formules en.
constanten die men nodig heeft om zelf, bv. met behulp van een pc, de Riemann
hypothese in een gedeelte van de kritieke strip te verifiéren. Ter verduidelijking
is een uitgewerkt voorbeeld toegevoegd.

Opmerking: Mijn collega Jan van de Lune verdient dank voor het kritisch
doorlezen en becommentariéren van dit rapport.

2 De Riemann zeta-functie en de Riemann hy-
pothese

Beschouw de functie {(s) := 3 oo, n™*, waarbij s = o + it een complex getal is.
Als o > 1, dan convergeert de reeks, en is {(s) dus netjes gedefini¢erd. Riemann
slaagde er in om met behulp van een techniek, die we nu analytische voortzetting
noemen, aan te tonen dat er een unieke functie bestaat die samenvalt met ¢(s)
voor o > 1, en die analytisch is in het gehele complexe vlak, behalve in het punt

s =1 (waar de functie een pool van de orde 1 heeft). Deze functie staat bekend
als de Riemann zeta-functie. Als we definiéren

£(5) 1= go(s = 1((5)T(s/2)n~12 (1)

waarbij I' de gamma-functie is, d.w.z. de uitbreiding van de faculteitsfunctie n!
(T(n+1) = n! voor positieve gehele getallen n), dan geldt de functionaalverge-



lijking
£(s) = ¢£(1—s). (2)

Hieruit kan, met behulp van bekende eigenschappen van de gamma-functie,
worden afgeleid dat {(s) = 0 voor s = —2n, n = 1,2,---. Dit zijn de zgn.
triviale nulpunten van de zeta-functie.

Maar ((s) heeft meer nulpunten. Deze liggen in de zgn. kritieke strip 0 <
o < 1. Dat er buiten de kritieke strip geen andere dan de triviale nulpunten
liggen kan men als volgt inzien. De zgn. Euler product formule luidt:

(>}

Z n=* = H(l _ P-‘)_l,

n=1

waarbij het product loopt over alle priemgetallen p = 2, 3, 5,- - -. Merk op dat we
hier een relatie hebben tussen, enerzijds, de natuurlijke getallen en, anderzijds,
de priemgetallen. De geldigheid ervan kan als volgt worden ingezien. Als we
ieder van de factoren aan de rechterkant schrijven als

I=p ) =14p " +p %+

dan is hun product, formeel gesproken, een som van termen van de vorm
(pT*py? -+ - PP")~* waarbij py, - -,p, verschillende priemgetallen zijn en ny,-- -, n,
natuurlijke getallen. Gebruikmakend van de hoofdstelling van de rekenkunde
(die zegt dat ieder natuurlijk getal op precies één manier kan worden geschreven
als het product van priemgetallen) plus enkele convergentie-overwegingen, con-
cluderen we dat het product in de Euler product formule gelijk is aan >, n™*.
De Euler product formule is geldig in het rechter-halfvlak ¢ > 1. Daar is het
product absoluut convergent, en geen der factoren is daar gelijk aan 0, dus
¢(s) # 0. Uit de functionaalvergelijking volgt dan dat {(s) in het halfvlak
0 < 0 geen andere nulpunten dan de triviale heeft. De triviale nulpunten van
¢(s) "neutraliseren” de enkelvoudige polen die de gamma-functie heeft in de
negatieve gehele getallen, en zijn dus geen nulpunten van £(s).

Maar nu naar de nulpunten in de kritieke strip. Men kan aantonen dat
de functie {(%— + is) een gehele functie van de orde 1 en, bovendien, even is.
Dergelijke functies hebben volgens de algemene theorie der gehele functies (van
Hadamard) oneindig veel nulpunten. Omdat £(s) geen nulpunten buiten de
kritieke strip heeft, moeten deze nulpunten, en dus ook de niet-triviale nulpunten
van {(s), in de kritieke strip 0 < o < 1 liggen. De preciese ligging van deze
nulpunten is onderwerp van veel onderzoek geweest. Aangezien

1 1
(1—21“’)C(a)=1—5;+§;—'-'>0 (0<s<1)

en ((0) = —%, geldt dat ((s) geen nulpunten op de reéle as tussen 0 en 1 heeft.

Verder geldt ¢(3) = ((s), zodat de complexe nulpunten symmetrisch liggen



